Correction du concours blanc de mathématiques

PARTIE I : ALCEBRE

1.Ona X3 -3X+1=(X?4+X-2)(X—-1)—1doug(X?-3X+1)=X24+X—2.

/1

2. Soient Py, P> € Ry[X] et A € R. Notons @1 (resp. Q2) et Ry (resp. R2) le quotient et le reste de la division euclidienne de
P1 (resp. P2) par X—-1.0na P1 = Ql(X—1)+R1 et P2 = QQ(X_1)+R2 i.e. P1+)\P2 - (Q1+)\Q2)(X—1)+R1+)\R2

De plus, deg(R1 + AR2) < max(deg(R1),deg(AR2)) < 1 = deg(X —1). Par unicité du quotient dans la division

/2

euclidienne, le quotient de P; + AP, par X — 1 est Q1 + AQ2, autrement dit, ¢(Py + APy) = Q1 + AQ2 = q(Py1) + \qg(P»)

3.0nnote ¢ = (1,X —1,X%2-1,X3 -1, X*-1).

(a) La famille € est une famille libre (car constituée de polynémes non nuls et échelonnés en degré) de R4[X] constituée

de 5 = dim(R4[X]) éléments. Ainsi, € est une base de Ry[X].

/1

n—1

/1

(b) Soit m € N*. X" —1= (X —1) ) X*.
k=0

(€) g1)=0,¢(X -1)=1,¢X?-1)=X+1,¢X3-1)=X2+ X +letqgX*-1)=X>+ X2+ X + 1.

N

4. (a) Im(q) = Vect(q(¥¢)) = Vect(1, X +1, X2+ X +1, X3+ X2+ X +1). La famille (1, X +1, X2+ X +1, X3+ X2+ X +1)
est donc génératrice de Im(q). De plus, elle est libre (car constituée de polynémes non nuls et échelonnés en degré)

donc c’est une base de Im(g). /1
(b) D’apres le théoréme du rang, dim(Ker(g)) =5 — dim(Im(q)) = 1. Or 1 € Ker(g). D’ou Ker(g) = Vect(1). /1
(¢) On remarque que 1 € Im(q) N Ker(q) ainsi Im(q) et Ker(¢g) ne sont pas en somme directe et donc ils ne sont pas
supplémentaires dans Ry[X]. /1
5. On note £ la base canonique de Ry[X].
01 111 1 -1 -1 -1 -1 1 11 11
001 11 o1 0 0 0 01 000
(a) Matg z(q)=]0 0 0 1 1| by P{=[(0 0 1 0 0 |etPZ=[0 01 00 /2
00 0 01 0 0 0 1 0 00 010
00 00O 0 0 0 0 1 0 00 01
01 1 11
0 01 11
(c) On a Matg(q) = Maty z(q)PZ =10 0 0 1 1 /1
00 0 01
00 0 0 O
(d) x Matz(q) est triangulaire supérieure dont un des coefficients diagonaux est nul.
x Ker(q) # {0} donc ¢ n’est pas un isomorphisme. Ainsi Matg(g) n’est pas inversible. /1
6. Soit P = ag + CL1X + CLQXQ + a3X3 + G4X4 S R4[X]
01 1 11 ap a1+ as +as +az + ay
0 01 11 ax a2 +az + aq
Matg(q(P)) = Matg(¢)Matz(P)=|0 0 0 1 1 as | = as + ay
0 0 0 01 as ayq
00 0 0 0/ \as 0
Dot ¢(P) = ay + as + as + az + as + (az + az + ag) X + (a3 + ag) X2 + as X3. /1

PARTIE II : PROBABILITES

Soit p € [0, 1] et soit n € N*.

Jeu n°1 : on note (0, P) l'espace probabilisé qui modélise cette expérience aléatoire et N la variable aléatoire égale au
nombre d’as obtenus a 'issue des n tirages. Pour tout i € [1,n], notons P; ’événement : "obtenir pile au i-iéme tirage' et A;

I’événement : "obtenir un as au i-éme tirage".

1. La famille (P;, P;) est un systéme complet d’événements. D’aprés la formule des probabilités totales, on obtient

Pa = P(A;) = Pp,(Ai)P(P;) + Pp(Ai)P(P) = ip+ 5(1 —p) = 5 — 3= 1(2—p).

/1

2. La variable aléatoire N compte le nombre de succes lors de n épreuves de Bernoulli indépendantes. Ainsi N ~ Z(n, p,).

3. Ainsi E; = E(N) = npa. /1

N
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(a) En procédant de la méme fagon que dans la question 1., on obtient Px,—1)(X;+1 =1) = ip+1(1—p) =
et Pix,—0)(Xiy1=1) = gp+ 3501 —p) = (2 -p).

Jeu n°2 : on garde les mémes notations que pour le jeu n°1. De plus, pour tout ¢ € [1,n], on définit la variable aléatoire
X, qui vaut 1 si on a obtenu un as au i-éme tirage et 0 sinon, et on note p; = P(X; = 1).

4. Soit i € [1,n —1].

1(1+p)
/1

(b) La famille ((X; = 1), (X; = 0)) est un systéme complet d’événements. D’apres la formule des probabilités totales,
pit1 = P(Xiy1 = 1) = Pix,=1)(Xig1 = DP(X; = 1)+ Pix,—0)(Xiy1 = DP(X; = 0) = 1(1+p)pi+ 3(2—p)(1—pi)

Le. piy1=302p—1)pi + (2 —p).

(c) Soit z e R,z = 2(2p— Do +32-p) <= (G-2pr=2-p < z= 2-p

5—2p

2—p
5—2p°

2p—1\%— ;; (17(2;) 1))

(pr — ¢)ken+ est donc géométrique de raison % d'ot p; = (& )Z ! (p1 —c)+c= 52 .

n

S OnaN=Y X, DonBy=EN)=Y> E(X)=Y P(X;=1)=) p=2L <n— 21 (11(;_1)))
=1

i=1 i=1 i=1

/1

La suite
/1
/1

PARTIE III : ANALYSE

. Notons g la fonction g : t — ¢ + sin(¢) définie sur R. La fonction g est de classe € et ¢'(t) = 1 + cos(t)

> 0 pour

tout ¢t € R. De plus, on remarque que ¢’ s’annule uniquement en des points isolés d’ol1 g est strictement croissante. Par

ailleurs, g(0) = 0 d’ott g(t) > 0 pour ¢ € R et g(t) < 0 pour t € R*.

N

. Soit x € R¥, pour tout t € [x,2x], g(t) # 0 donc f(x) est bien définie. Soit x € R* , pour tout ¢ € [2z, ], g(t) # 0 donc

f(x) est bien définie. D’ou f est bien définie sur R*.

. Soit z € R*, en utilisant le changement de variable de classe ¢! suivant u = —t, on obtient

—2x 2z 2z
f(=z) = /_m m dt :/az m (— du) :/m m du = f(z). Donc f est paire.

N

/1

. Notons ¢ : x — / ) dt. Comme g est continue sur R , d’apres le théoréme fondamental de I'analyse, ¢ est dérivable

sur R et ¢’ = g. On remarque avec la relation de Chasles que pour tout z € R%, f(z) = ¢(2z) — ¢(x). Comme g est

de classe €, ¢ et f le sont également. De plus, pour tout z € R% | f'(x) = 2¢g(22) — g(z) =

i.e.

/ _ 1 _ 1 _ sin(z)(1—cos(z))
f (Z‘) ~ z+sin(x) cos(z) z+sin(xz) —  (z+sin(z))(z+sin(x) cos(x))

. Soit x € R%. D’apres la question précédente, signe(f’(x)) = signe(sin(x)). D’ou signe(cos’(z)) = —signe(f

plus, f’ s’annule uniquement en des points isolés, d’ott f a des variations opposées a celle de cosinus sur R .

. On a vu que g est strictement positive sur R* . Par croissance de 'intégrale, f est strictement positive sur RY .

. b1 1
(a) On at + sin(t) RiooN td'on s T

2z 2z
(b)Va:eRi,ona:‘f(x)—/ 1 dt / g(t ‘ /
2

(c) Soit t € Ry, t+sin(t) > £ <= § > —sin(t). Sit >2

2x 2x 2x 2x
(w)—/ %dt’é/ t%dt:%d’oﬁf(x):f(x)—/ %dt—ﬁ—/ 1dt — In(2)

2z
__sin(t) 1
t(t+sin(t)) ‘ dt < /T t(t+sin(t)) dt.

1> —sin(t) d’ou t +sin(t) > 5.

t
» 2

(d) Soit x € [2,400],

Tr——+00
—_—— —
L L —+> 0 =In(2)
(a) t+sin(t) tj 2t + o(t) d’out t + sin(t) Kot 2t Aol iy 2 2 /1
_ 1 1 1 1 1o (1 «
(b) Posons a = 3, pour tout t € R, m =5t 5w — 2 OF w3 o o(7) donc il existe ¢ € ' (R%,R)
. ¢
tel que : t1_1>r(1)1+ g(t) = 0 et pour tout ¢t € RY, t+sm(t) = 27 + s( ) /1

(c) Soit v € R 1l existe 7, € R% tel que, pour tout t €]0, 27,], |5( )| < a d’ott pour tout = €]0,14], [z, 2z] CJ0, 214],

2x
et ainsi < / @ dt < « [ln(t)]igc =aln(2) < a.
T

2x )
€
/ - dt
T

2x 2x
(d) Soit z €]0,n4]. f(z) :/ 5 dt +/ @ dt. D’ou ‘f(x) — lnf)’ < a. Conclusion : f(z) — lnf).

z—0t
2
. In(2) / -~ X ) N PN
9. Comme f est paire, f(x) a(} —~. De plus, f'(x) I $, par parité de f, f'(x) g) 0. D’aprés les théorémes
x x

de prolongement par continuité et de la limite de la dérivée, f se prolonge en une fonction de classe ¢! sur R.

2x+sin(2x) - z+sin(z)

"(z)). De

N

!
N
i
/
N
/

/1

/1

/2
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